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RESUMEN

En este trabajo se presenta una aproximaciéon estadistica al problema de
estimacién de impurezas en el combustible utilizado en aviacién. El obje-
tivo es estimar el nimero de particulas contenidas en dicho combustible y
su tamano, estas particulas necesitan ser filtradas previamente para su em-
pleo en los motores de aviaciéon. La estimacién de los parametros de estas
variables se llevard a cabo utilizando el método de maxima verosimilitud.
Como las observaciones muestrales son obtenidas de manera incompleta,
ya que s6lo se conoce que el nimero de particulas entre ciertos tamanos se
encuentra en en unos intervalos determinados, serd necesario utilizar ver-
siones de las funciones de maxima verosimilitud diseniadas especificamente
para este tipo de datos.

Palabras y frases clave: Norma API/IP 1581, Datos incompletos, Maxima
verosimilitud.

1. INTRODUCION

Las particulas existentes en el combustible de aviacién, pequenas particulas sélidas
y agua, son un problema que preocupa a los fabricantes de filtros para combustibles,
como es la empresa lider en este sector, FACET IBERICA, que ha sido quien nos
propuso este tema y con la que hemos establicido una interesante colaboracién.

El nivel de contaminacién de particulas de un fluido puede ser medido por varios
métodos. En cualquier caso, estos métodos no resuelven un problema clave como es
el de cuantificar el tamano y el nimero de particulas en el queroseno. La necesidad
de cuantificar el tamafno y nimero de particulas contenidas en el queroseno, asi como
tratar de relacionar esos valores con ppm o mg/L, surge de la necesidad real de
comprobar que el combustible introducido en el avién cumple con lo estipulado en
las especificaciones, es decir, con los valores limites fijados por American Petroleum
Institute y Energy Institute, y asumidos mundialmente por todos los operadores.

La normativa existente sobre el filtrado de combustible de aviacién que se aplicaria
en este estudio es la APT/TP 1581. Ambas normas regulan la calidad del combustible



de aviacién y fijan los valores limite de contaminacién en el efluente en 0,26 mg/L
para solidos y en 15 ppm para agua libre.

Asimismo serd de aplicacién la norma API/IP 1598, la cual indica las considera-
ciones a tener en cuenta en los medidores de particulas empleados para combustible
de aviacién. Es esta norma la que relaciona el contenido en particulas (tanto sélidas
como agua) con los nimeros ISO. El problema es determinar cudntos miligramos por
litro (mg/l) corresponden a un determinado nimero ISO. La Figura 1 muestra la
relacion entre el contenido de particulas con el correspondiente nimero ISO.

Number of particles per 100 mi
1SO Code
more than upto
22 2.000 000 4000000
21 1.000.000 2.000.000
20 500.000 1.000.000
19 250.000 500.000
18 130.000 250.000
17 64.000 130.000
16 32.000 64.000
15 16.000 32.000
14 8.000 16.000
13 4000 8.000
12 2.000 4.000
1 1.000 2.000
10 500 1.000
9 2350 500
8 130 250

1SO Code 21/18/15: 21 mi» >4 Hmy 18 =P >6pm, 15 = > 14 ym,,,

Figure 1: Detalle de la norma que relaciona el contenido de particulas con el corres-
pondiente nimero ISO

En este trabajo se presenta una aproximacién al problema de estimacién del con-
tenido de impurezas en el combustible. En las dos secciones siguiente se presenta una
propuesta del modelo tedrico, mientras que en la seccién cuarta se analizara una de-
terminada muestra con objeto de estimar su distribucion, tanto de la variable ntimero
de particulas, como de la variable tamano de dichas particulas.

2. PROPUESTA DEL MODELO

Desde el punto de vista estadistico se trataria de modelizar la variable aleatoria
de tipo discreto:

N = “numero de particulas en la muestra.”



Un primer problema que surge al considerar esta variable es que el nimero de
particulas no es observable directamente, si bien se puede conocer el niimero de éstas
que estan dentro de una serie de intervalos. Por otra parte, el tamano de estas
particulas seria otra variable aleatoria de la que interesa conocer su distribucion de
probabilidad o, equivalentemente, la probabilidad de que una particula elegida al azar
de la muestra tenga tamafio mayor que un determinado valor g, es decir, R(xg) =
P(X > mO)v

Suponiendo que la distribucién del nimero de particulas de la muestra, N, siga
una distribucién discreta con masa de probabilidad:

pn=P(N=n), n=0,1,2,3,...,

dado que el niimero de particulas es un valor muy grande, es posible modelizar esta
variable mediante una distribucién continua Y, con funcién de densidad g y funcién
de distribucién G, dada por:

G(y)=P(N <y), ye€[0,00)

Bajo estos supuestos, dado un valor de tamano de particulas N = n, se trataria
de disponer de una muestra X, Xo, ..., X,, de la variable condicionada X [N = n.

En la practica, no es posible la observacién directa de NV ni de la muestra X, Xo,
..., Xn, teniendo simplemente la posibilidad de observar intervalos de la forma [a;, a;41),
1=1,2,....,k, con a1 < ay < ... < aj a los cuales pertenecen las variables aleatorias,

N
& = al{Xizbr}a y

N N N
& = Zl{xizbj} o Zl{xiszl} - Zl{bjSXKle}’ j=12...,r =1
i=1 i=1

i=1

donde 0 < b; < by < ... < b, siendo r el namero de filtros distintos por los que
deben de pasar las particulas y 173 la funcién indicadora.
Por tanto, matematicamente podriamos definir las siguientes variables aleatorias:

k
773 :Zil{ai<5j§ai+1}v j = 1,2,...,7’,
i=1
de forma que n; = iy < &; € (aiy, Qig+1)-
Por otra parte, en principio, se podria suponer que la distribucién del niimero de
d
particulas, N, se pudiera aproximar mediante una distribucién normal, N ~ N(u,0),

y también parece razonable partir del supuesto que la distribucién condicionada de
X/N pueda ajustarse mediante una distribucién exponencial.

3. ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO

Bajo las hipétesis de la seccién anterior, el problema estadistico consistird en la
estimacién adecuada de los parametros de las distribuciones supuestas y su posterior
diagnosis.



Para esta estimacion se utilizara el método de méaxima verosimilitud que es el que
proporciona estimadores con mejores propiedades estadisticas (mds eficientes). Para
esta estimacién supondremos que se puede observar los valores £; (aunque en realidad
sélo serfan observables los correspondientes 7). También se supondrd que se tiene
un valor fijo del ntimero de particulas en el combustible N (en la préctica este valor
serd el que debemos estimar y por tanto es desconocido). La funcién de verosimilitud
estara dada por la expresién:

LOVN) = ['TL (Sa(b5) = Sa (b)) | S0 o

donde se estd suponiendo distribucién exponencial con funciéon de supervivencia o
fiabilidad Sy (x) = exp(—Az).

Con objeto de estimar los parametros por el método de méxima verosimilitud
se tendrd que maximizar en funcién de A la expresién (1), para lo que resultard
conveniente construir su correspondiente funcién soporte, es decir, el logaritmo de la
funcién de verosimilitud (denotada por ! = log L) que tendra el mismo maximo que
la funcién L:

L) = Y6108 (5(85) — $a(65:2)) + & log (S3(0,)).

Esta funcion de log-verosimilitud estd condicionada al valor “observado” para N.
En realidad no podremos observar ese valor de N y tan sélo se tendra una cota inferior

para él, dada por:
T N
ny = Zl{XiG[bLoo)} < N
j=1 i=1

De hecho, ni siquiera se puede observar dicha cota inferior, ya que los &; no son
observables de forma exacta, sino tan solo agrupadamente en los intervalos [a1,a2),
[a27 a?))a R} [ak—hak)'

Asi, la versién (conjunta) incondicional de la funcién de verosimilitud sera:

r—

L 0uis) = ga(V) [T (S2(85) = $a(0300)° | 850,)

. d
ya que estamos supuniendo que X;/n=p = X;.
Para la estimacion de los pardametros con esta tltima expresiéon de la verosimilitud
supondremos que se parte de una “muestra” con m observaciones del tipo:

(Nl,Xl(l)7X2(1)7 o X](V”)

1

(Vo X X, X))

(Nm, XM x{m ,X}V”:f) .



La funcién de verosimilitud para esta nueva muestra resultard ser:
LOw o) = 115_11 {g"’”(Nl) Kli (Sx(bj) — S/\(bj+1))§§l)} S)\(br)gg)} )
donde 5](.” = gf 1 N )
= {bjSXf <bj+1}

Al igual que en el caso anterior, se podra considerar la funcién soporte (I = log L)
que habria que maximizar:

m r—1
L 0) = log g o(N) + > € log (Sx(b;) — Sa(bj1)) + €D log Si (by)
=1 j=1

(2)
El problema sigue siendo el no poder observar las variables aleatorias N; ni tam-
poco las §J(-l).
Como propuesta, como N; no son observables, podrian sustituirlas en la expresién
de la funcién de la log-verosimilitud (2) por:

>l
~ _ j=1 J
M) = Sx(b1)’

Con lo que la funcién log-verosimilitud estimada quedaria:

m r—1
[ p,0) =Y {108 g0 (V) + D€ Tog (Sx(b;) — Sa(bj11)) + £ log Sx(br)
=1 j=1

Como los §§l) tampoco son observables, podriamos sustituirlos por:

J 2 ’

para utilizarlos en N;(\) dando lugar a:

Consecuentemente, se tendria la siguiente expresién para la funcién soporte:

~ m ~ r—1 _
[, 0) = $1og guo (V1) + € log (Sx(b;) — Sa(bjs1)) + EP log Sx(by)
=1 j=1



. . ., l ,
Vi N
Otra alternativa para la“estimacién” de ]( ) seria tener en cuenta que

Ny
o _
& = Zl{bjgxf”<bj+1}’
1=1

por tanto,
e /Ny £ Bi (N, (Sa(b;) — Sa(bj1)))

y utilizando la aproximacién de la binomial por la normal,

VN EN (Nz (83(07) = Sa(by41)) . /N1 (Sa(B5) — Sa b)) (1 = (Sx(by) - Sx(bj+1)))>

4. ESTIMACION MEDIANTE UNA MUESTRA

Utilizando datos reales del filtrado de combustible, se ajustaron dos tipos de dis-
tribuciones: la lognormal para estimar el nimero de particulas y la exponencial para
el tamafio de dichas particulas. Se probaron como influyen dos métodos para estimar
el parametro de la exponencial: el de méxima-verosimilitud y el de minimos cuadra-
dos. Se ejecutaron distintas estimaciones del pardmetro de la exponencial sobre varias
muestras de frecuencias empleando el programa Solver de la hoja Excel y también
mediante el software libre R. A partir de estas estimaciones es posible, usando las cor-
respondientes trasformaciones de la variable de interés estimar los mg/1 de particulas
que hay en una muestra de combustible. Para esto se utilizara la hipdtesis de que su
forma es esférica, con lo que una vez estimado el nimero de particulas bastard con
multiplicarlo por el volumen medio de una particula y su densidad correspondiente.

5. CONCLUSIONES

Se ha propuesto un método para estimar el contenido de impurezas en el com-
bustible de aviaciéon. Para ello se utilizé el método de méaxima verosimilitud y la
aproximacién de una distribuciéon binomial a normal. Esperamos que este tipo de
estudios sean de utilidad para comprender la norma ISO entre los interesados en el
control de calidad del combustible.
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