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RESUMEN

En este trabajo se introduce un valor para juegos cooperativos con utilidad
transferible y estructura coalicional. Este valor se puede interpretar como
el valor de Shapley de un cierto juego modificado asociado al inicial o como
un valor de Shapley modificado del juego inicial. Se proporciona una
caracterizaciéon axiomadtica por medio de cinco propiedades légicamente
independientes. Finalmente, se proporciona una herramienta de calculo
que hace uso de la denominada extensién multilineal.
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1. INTRODUCCION

Un valor determina los pagos asignados a cada jugador en un juego cooperativo.
Dos de los valores mds importantes son el valor de Shapley (Shapley, 1953) y el valor
de Banzhaf (Banzhaf, 1965). Cuando tenemos informacién disponible acerca de las
relaciones de afinidad entre los jugadores, los valores coalicionales son una herramien-
ta mas apropiada para asignar estos pagos. Estas relaciones entre los jugadores se
modelan mediante un conjunto de uniones a priori, i.e., una particién del conjunto
de jugadores. Dos de estos valores coalicionales fueron propuestos por Owen; el valor
coalicional de Owen (Owen, 1977) y el valor coalicional de Banzhaf-Owen (Owen,
1982). Alonso-Meijide et al. (2007) presentaron un trabajo en el que comparaban
estos valores coalicionales. El valor coalicional de Owen divide entre los jugadores el
valor de Shapley del llamado juego cociente mientras que el valor de Banzhaf-Owen
asigna a cada jugador el valor de Banzhaf de un cierto juego modificado. En este
trabajo, proponemos un nuevo valor coalicional, I', que asigna a cada jugador el valor
de Shapley del mismo juego modificado. Se puede establecer un fuerte paralelismo
entre el nuevo valor y el valor de Banzhaf-Owen.



2. PRELIMINARES

Definicién Un juego cooperativo TU (con utilidad transferible) es un par (N, v)
donde N = {1,...,n} es el conjunto de jugadores y v : 2 — R es una funcién que
verifica que v(f)) = 0.

v se denomina funcién caracteristica del juego. Dada una coalicién S C N, v(S5)
representa el pago que se pueden asegurar los jugadores de S. Denotaremos por G(N)
el conjunto de todos los juegos TU con conjunto de jugadores N.

Sea (N,v) € G(N) un juego TU. Los jugadores i,j € N se dice que son jugadores
simétricos si v(S U {i}) =v(SU{j}) para todo S C N\ {i,j}.

Por un valor en G(NN) entendemos una funcién f que asigna un vector f(N,v) €
R™ para cada juego (N,v) € G(N), donde f;(N,v) es el pago del jugador i € N.

Definicién (Shapley (1953).) El wvalor de Shapley, ¢, asigna para cada juego
(N,v) € G(N) y cada jugador i € N el valor:

sy = Y W[ku{i})—v(sn, donde s = |S).
SCN\{i} ’

Definicién (Banzhaf (1965).) El walor de Banzhaf, 8, asigna para cada juego
(N,v) € G(N) y cada jugador i € N el valor:

BN = 3 SULD v ().

SCN\{:}

Definicién (Owen (1972).) Sea (IV,v) un juego cooperativo de n jugadores. La
extension multilineal (EML) de v es la funcién real de n variables

f(q17~-~>Qn) = Z qu H(l —qj)v(S).

SCN jes jgSs

La EML admite una interpretacién probabilistica. Si X es una coalicién de ju-
gadores formada de manera aleatoria, suponiendo que g; es la probabilidad de que el
jugador j pertenezca a X para j = 1,...,n y que estas probabilidades son indepen-
dientes, entonces para cada S C N se tiene:

prob{X =S} =[] ¢; [0 - ¢)-

JeES  JES

Por tanto f(q1,...,qn) = E[v(X)], donde E representa la esperanza matemédtica.
Las EMLs son particularmente utiles para el cdlculo de algunos de los valores en el
contexto de juegos TU.

Consideremos un conjunto finito de jugadores N = {1,...,n}. Denotaremos el
conjunto de todas las particiones de N por P(N).



Definicién Un sistema de uniones a priori o estructura de coaliciones P =
{Py,..., Py} sobre N es una particién de N (P € P(N)), esto es, | J;—,Px = N
y P, N P, = cuando k # h.

Una estructura de coaliciones trivial es P" = {{1},...,{n}}, en la que cada
jugador constituye una union.

Dado i € N, P(i) denota la familia de las estructuras de coaliciones sobre N donde
{i} es una unién individual, es decir, si P € P(i) entonces {i} € P.

Para cada i € P, € P, P_; denota la particién de P(i) obtenida de P cuando el
jugador ¢ abandona su unién Py y se aisla, i.e.,

P_j={P, € P:h#k}U{P:\{i} {i}}.

Definicién Un juego TU con una estructura de coaliciones es una terna (N, v, P)
donde (N,v) € G(N) y P es una estructura de coaliciones sobre N.

Denotaremos por G°*(N) el conjunto de todos los juegos TU con una estructura
de coaliciones en los que el conjunto de jugadores es N.

Si (N,v,P) € G*(N), el juego cociente asociado (M,vT) € G(M) es el definido
por v7(R) = v (Uyepr Pr) , para todo R C M.

Por un valor en G°*(N) entendemos una funcién g que asigna un vector g(N, v, P) €
R"™ para cada juego con uniones a priori (N,v, P) € G*(N), donde g;(N,v, P) es el
pago del jugador ¢ € N.

Dado un valor f en G(N), un valor coalicional g en G°*(N) se dice que es un
f~valor coalicional cuando g(N,v, P") = f(N,v), para todo (N,v) € G(N).

Definicién (Owen (1977).) El valor de Owen, ¢, es el valor de G**(N) definido
como

65(N,v, P) = Z Z tpr —t—Dlrl(m —r —1)! [v(QUTU{i})—v(QUT)]

Tl
RCM\{k} TCPp\{i} P

para todo ¢ € N y (N,v,P) € G**(N), donde P, € P es la unién tal que i € Py,
m = M|, pr = |Pu| y Q = Uperlh-

3. EL VALOR T Y SUS INTERPRETACIONES

Definicién (Owen (1982).) El wvalor de Banzhaf-Owen, 1, es el valor de G**(N)
definido como

GNP = Y Y e [e@uTU () - w@uT)

m—1 9pr—1
RCM\{k} TCP,\{i}

para todo i € N y (N,v,P) € G°(N). En Alonso-Meijide et al. (2007) se mostrd
que este valor coalicional era un valor coalicional de Banzhaf. Ademds, es sencillo
demostrar que, dado (N, v, P) € G**(N) y un jugador i € Py, € P, el valor coalicional
de Banzhaf-Owen del jugador i puede interpretarse como el valor de Banzhaf de este



jugador aplicado al juego TU jugado por todas aquellas uniones distintas de Py y los
jugadores de la unién Pj.

Proposicién (Laruelle y Valenciano (2004).) Para todo (N,v,P) € G**(N) y
todo jugador i € Py, P, € P,

U,(N, v, P) = B; (M \ {k} U Py, uM\{’f}UPk) , donde

VM\RYPH(RUT) = v (UpegPr UT) para todo RC M\ {k} y T C Py.

M4s ain, Laruelle y Valenciano (2004) mostraron que el valor de Banzhaf-Owen
admitia una triple interpretacién cuando trataban de responder a la pregunta de
cudl es la relevancia o decisibilidad de cada jugador i si las decisiones se toman
de acuerdo a una regla de votaciéon, y por tanto los jugadores estdn inmersos en
un juego TU, y los votantes de cada unién de la particion P distinta de la que
contiene al votante i actian como un bloque (i.e., el voto no se divide dentro de
cualquiera de las otras uniones). Concretamente, el valor de Banzhaf-Owen se puede
interpretar como el valor de Banzhaf de un juego modificado, o bien como un valor
de Banzhaf modificado del juego de partida o, por dltimo, como un valor de Banzhaf
generalizado de un juego generalizado. Sostienen que una triple interpretacion similar
es problemdtica para otros valores. No obstante, el valor de Owen admite la segunda
y tercera interpretacion, sustituyendo el valor de Banzhaf por el valor de Shapley.

En este trabajo estudiaremos el valor coalicional que asigna a cada jugador el
valor de Shapley del mismo juego modificado considerado por Laruelle y Valenciano.
Admite asi una interpretacién similar a la primera. También admite, como veremos,
la segunda de las interpretaciones. Comenzaremos definiéndolo.

Definicion El valor coalicional T' se define como

NP = S 3 R B QU U i) — QU T)
RCM\{k} TCP\{i} '

para todo i € N y (N,v, P) € G°(N), donde P, € P es la unién tal que i € Pj.
Proposicién Para todo (N, v, P) € G*(N) y cada jugador i € Py, Py € P,
Ti(N,v,P) = o; (M \ {k} U Py, UM\{’“}UPk) .

El valor coalicional I admite la siguiente interpretacién heuristica. Consideremos
un jugador i € Py, sea m una permutaciéon de jugadores en N en la cual los jugadores
en Pp, h # k, actdan como un bloque, y II*(N) el conjunto de tales permutaciones.
Denotaremos por B™(i)={j € N tal que m(j) < 7(7)} el conjunto de jugadores que
preceden a i con el orden dado por w. Suponemos que: 1. Los jugadores acuerdan
acudir a un cierto punto de negociacién. 2. Todos los posibles érdenes de llegada en
los que los jugadores de Py, h # k, actiian como un bloque, i. e. acuden siempre de



forma consecutiva, son equiprobables. 3. Cuando llega un jugador, recibe como pago
su contribucién marginal a la coalicién formada por los jugadores que llegaron antes
que él. Entonces, se tiene:

Proposicién Para todo (N, v, P) € G*(N) y cada jugador i € Py, P, € P,

Iy(N, v, P) = ! S pBT6) Ui} — v(BT(D)).

m
mtpe— [ put e
h=1,h#k

De esta forma, el valor I' se puede ver como un valor de Shapley modificado del
juego inicial.

4. CARACTERIZACION AXIOMATICA DE I

A continuacién presentamos varias propiedades para un valor coalicional g y que
nos seran de gran utilidad para caracterizar nuestro valor I'.

A1l. (Eficiencia). Para todo (N,v) € G(N), > ;cn gi(N,v, P") = v(N).

A2. (Simetria). Sii,j € N son jugadores simétricos en (N,v) € G(N), entonces
gi(N,v,P") = g;(N,v, P").

A3. (Contribuciones marginales idénticas). Si (N,v) y (INV,w) son juegos TU con
un conjunto de jugadores comin N, y algin jugador ¢ € N satisface v(S U
{i}) —v(S) = w(SU{i}) —w(S) para todo S C N\{i}, entonces g;(N,v, P") =
9i(N,w, P™).

A4. (Neutralidad ante abandonos individuales). Si (N,v, P) € G**(N), P, € P,y
1,7 € Py, i # j, entonces g;(N,v, P) = g;(N,v, P_;).

A5. (Propiedad del juego 1-cociente). Si (N,v, P) € G*(N) y P € P(i) para algin
i € N, entonces g;(N,v, P) = gr.(M,v", P™), donde P}, = {i}.

Las propiedades de eficiencia, simetria y contribuciones marginales idénticas son
estandar en la literatura. Aqui las usaremos en el contexto de los juegos TU con una
estructura de coaliciones trivial. Para una discusién detallada de las propiedades A4
y A5, basta dirigirse a Alonso-Meijide et al. (2007).

Proposiciéon Un valor coalicional g satisface A1, A2 y A3 si, y sélo si, es una
valor coalicional de Shapley, i.e.
gi(N,v, P") = ¢;(N,v) para todo i € N y todo (N,v) € G(N).
Teorema I es el tnico valor coalicional que satisface A1-A5. Equivalentemente,

I' es el tnico valor coalicional de Shapley que satisface A4 y Ab5.

Observacion Las propiedades usadas en el teorema anterior son légicamente in-
dependientes.



5. EXTENSION MULTILINEAL DE T

Comenzaremos esta seccién introduciendo el procedimiento mediante el cual pode-
mos obtener la extensiéon multilineal del valor coalicional T'.

Sea (N,v) un juego con estructura coalicional P={P,..., P,,}. Puede calcularse
I';, i € Py, siguiendo los siguientes pasos:

1. Obtener la extensién multilineal f(qy,. . .,q,) del juego (N, v).

2. Para todo h # k y para todo i € P}, reemplazar la variable ¢; por py,. Se obtiene
as{ una nueva funcién de ¢;, i € Py, y pp, h # k.

3. En la funcién obtenida en 2., se deben de reducir todos los exponentes a 1, i.e.,
reemplazar cada pj con n > 1, por py. Con esto se ha obtenido una nueva
funcién multilineal:

9((ai)iep., (Pn)nzk)-
4. Finalmente, para obtener el valor coalicional I', calcular:
1 ag

I'y(N,v, P) = —_—
( ) 0 0q;

(t,... t)dt.

Proposicion El procedimiento 1.-4. nos conduce al célculo del valor coalicional
I.
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